FISA DE LUCRU - CLASA A XI-A - MATEMATICA-INFORMATICA

Siruri date prin recurente

Termenul general - Recurente liniare de ordinul 1 si 2 - Telescopare - Radicali - Recurente
polinomiale - Recurenta omografica - Monotonie si marginire

intrebarea fisei: Cum afli direct al 100-lea termen al unui sir dat printr-o recurentd, fara
sa-i calculezi pe toti cei dinaintea lui, si cum fi studiezi monotonia si marginirea?

TIPURILE 1-2 TIPURILE 3-5 TIPUL 6

Recurente liniare Telescopare, radicali, Recurenta omografica
polinoame

PARTEA 7
Monotonie si marginire

] Pornim de la ce stii

Trei verificari rapide. Daca una dintre ele iti ridicd probleme, noteaza-o: la ea revii prima.

1. Completeaza: daca (a,) este progresie aritmetica cu a, = 4 siratia r = 3, atuncia,, = ---;
daca (b,) este progresie geometrica cu b, = 2 si ratia q = 5, atunci b,, = ---

2. Calculeaza 1+ 2 + -+ 20 si 1 4+ 2 + 2% + --- + 2°. Ce formule ai folosit?

3. Rezolva in C ecuatia r* — 2r + 4 = 0 si scrie solutiile in forma trigonometrica.

Il Teorie pe scurt

Pentru fiecare tip de recurenta: cum il recunosti, metoda pas cu pas (in chenarul gros) si
exemple rezolvate. La final gasesti schema recapitulativa si firul logic.

1. Recurenta liniara de ordinul 1

DEFINITIE

O relatie de forma x,,; = a - x,, + b, cu a, b numere reale, se numeste recurenta liniara

de ordinul 1. Daca a = 1, sirul este o progresie aritmetica. Daca b = 0, sirul este o
progresie geometrica.

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Siruri date prin recurente 1/18



Fisa de lucru - Siruri date prin recurente Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

* Metoda Metoda punctului fix (a # 1)

1-a

Scad cele doua relatii: x,,,1 — € = a(x, — £). Sirul y,, = x,, — £ este o progresie
geometrica cu ratia a.

n-—1

w

Scriuy, =y;-a

Ma intorc la x,, = y, + ¥ si verific pe x,.

Caut punctul fix: pun £ in locul lui x,,,, i al lui x,. Din € = af + b obtin £ = ——.

DE RETINUT
Xp =4+ (x; —¢)-a™ !

Daca sirul incepe cu x,, exponentul devine n: x,, = € + (xo — £) - a™.

{ EXEMPLUL 1 - PAS CU PAS
. Determina termenul general al sirului x; = 5, X1 = 3x, —4,n > 1.
. Pasul1.£=3f/—4=¢=2. §
Pasul 2. y,, = x,, — 2 verifica y,,,; = 3y,,ilary; =5—-2 = 3.
. Pasul3.y, =3-3""1=3"
. Pasul 4. x, = 3" + 2. Verificare: din relatie x, = 11; din formula 9+ 2 = 11 V.
i EXEMPLUL 2 - CU FRACTII i
Determina termenul general al sirului x; = 1, x4 = %xn +3,n=>1.
Pasul1.£’=%£’+3=>{’=6.
| . . . 5 i
. Pasii2-3.y, =x, — 6, yp41 = SV Y1 = -5, deciy,, = —= :
Pasul 4. x, = 6 — 5_.Verificare:xz=1+3=Zsi6—5zz\/.
i 2n=1 2 2V 2 2 i
2. Recurenta liniara omogena de ordinul 2

DEFINITIE

O relatie de forma x,,, = a - x,+1 + b - x,, se numeste recurenta liniara omogena de

ordinul al doilea. Fiecare termen se obtine din cei doi termeni dinaintea lui.
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* Metoda Metoda ecuatiei caracteristice

ar +b.
Calculez A si radacinile. Scriu forma lui x,, dupa tabelul de mai jos.

Aflu A si B din primii doi termeni: inlocuiesc n cu indicii lor si rezolv sistemul.

Verific formula pe al treilea termen, calculat din relatie.

Scriu ecuatia caracteristica: inlocuiesc x,,,, cu r2, x,,, cu r si x, cu 1. Obtin r2 =

_ Radacinile Forma termenului general

A>0 doua radacinireale r; # r, Xp=A-11+B-1}
A=0 o radacina dubla r X, =A+B-n)-r"
A<O r1, = p(cost £ isint) X, = p" + (Acosnt + Bsinnt)

EXEMPLUL 3 - A>0
Determina termenul general al sirului xo = 2, x; = 7, x4 = 5xp41 — 6x5,, n € N,

Pasii1-2. 7> - 5r+6=0,A=1>0,7, =2,1, =3.Decix, =A-2"+ B - 3™

AS
Pasul 4. Din relatie: x, =5-7 — 6 - 2 = 23. Din formula: 27 — 4 = 23 V.

EXEMPLUL 4 - A =0
Determina termenul general al sirului xo = 2, x; = 4, x4, = 8x,41 — 16x,,, n € N.

Pasii 1-2. r> — 8r + 16 = 0, A = 0, r = 4 (radacina dubla). Deci x, = (A + B - n) - 4™.
Pasul3.n=0:4=2;n=1:.(A+B)-4=4,deciA+B=1siB=-1.0btinx, = (2 -

n) - 4™.
Pasul 4. Din relatie: x, =8-4—16 -2 = 0. Din formula: 0-16 =0 V.
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Pasul3.n=0:A+B=2;n=1:2A+3B =7.0btin B =3, A= -1, deci x,, = 3" —
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Pasul 4. Din relatie: x, = —4 -1 = —4. Din formula: 4 - (-1 4+ 0) = —4 V.

EXEMPLUL 5-A<0
. Determina termenul general al sirului x, = 1, x; = 2, X4, = —4x,, n € N.
| Pasii1-2.72+4=0,A=-16<0,7 = +2i = 2(cosT % isin7), deci p = 2, t = > si §
X, = 2™ (Acosnz—n + Bsin%n).
. Pasul3.n=0:4=1n=1:2-(A-0+B-1)=2,deciB = 1. §
X —2"-(cosﬂ+sinﬂ)
; e 2 2 i

ATENTIE - CAZUL A =0
La A =0 nu scrii A-4™ + B - 4"™. Aceasta este de fapt (A + B) - 4", adica o singura
constanta, iar sistemul pentru A si B nu are, in general, solutie. De aceea apare factorul n.

DE RETINUT - UN TRUC PENTRU A < 0
Din relatiile lui Viéte: p = v—b Si cost = %, cut € (0;m). Daca p = 1, sirul se repeta (este

periodic).

3. Recurente aditive, multiplicative si mixte

DEFINITH
* Recurenta aditiva: x,,.; = x,, + f(n), unde f(n) depinde doar de n.

* Recurenta multiplicativa: x,,,, = g(n) - x,,.

* Recurenta mixta: x,., = a - x,, + (ceva cu a™).

* Metoda Metoda telescoparii

Scriu relatia pentru 1; 2; ...;n — 1, una sub alta.

Aditiva: adun egalitatile. Multiplicativa: le inmultesc. Mixta: intai impart la a™*?;
sirul y, = =% verifica o recurenta aditiva.

Termenii din mijloc se reduc. Calculez suma (sau produsul) care ramane.

Verific formula pe x,.
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DE RETINUT
Xpn =%+ fD)+f2)++f(n—-1)
Xn=%-9(1)-9@2)...-.g(n—1)
Sume utile:

m(m+ 1)
1424 dm=——"—
1+3+--+(2m—1) =m?
q" =
1+q+-+qm™ = — @#1D

EXEMPLUL 6 - RECURENTA ADITIVA

Determina termenul general al sirului x; = 3, x4y = x, +2n+1,n > 1.
Pasul1.x, =x; +3,x3=x,+5, ..., x, = x,_1 + (2n—1).
Pasul 2. Adun: x, =3+ 3+ 5+ -+ (2n—1)) =3 + (n* — 1), deci x, = n® + 2.

Verificare: x, =3 +3 =6si2°+2=6 V.

EXEMPLUL 7 - RECURENTA MULTIPLICATIVA

a2 q . n+2
Determina termenul general al sirului x; = 2, x4 = ——Xp, M2 1.

Pasul 1. inmultesc relatiile pentru 1;2; ...;n — 1:

_,345 n ntl
e T R | i

Pasul 2. Se simplifica ,in diagonala” raman sus n sin + 1, jos 1 si 2. Deci x, = 2 -

M=n(n+1)

Verificare: x, =3-2=6si2-3=6V.

EXEMPLUL 8 - RECURENTA MIXTA
Determina termenul general al sirului x; = 1, x4 = 2x, + 2™, n > 1.

1 n+l.¥n+1 _ Xn | 1
Pasul 1. Impart la 2™**: el =

Pasul 2. y,, = ’2‘—2 este o progresie aritmetica cu ratia % Siy, = % deci y, = 2
Pasul 3. x, = 2" -~ =n-2""". Verificare: x, =2+ 2 =4§i2-2 =4 V.

ATENTIE - CATI TERMENI ARE SUMA?
Scrii relatia pentru 1; 2; ...;n — 1, deci suma (sau produsul) are n — 1 termeni, nu n. De
aceea in formulele de mai sus apare m = n — 1.
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4. Recurente cu radicali

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

TREI TRUCURI
Truc 1 - Ridic la patrat. Daca apare /... x2 ..., notez y,, = x2.
Truc 2 - Patratul perfect ascuns. x, + 2,/x, + 1 = ({/x, 1)2; notez y, = ./x,.

Truc 3 - Logaritmez. Daca relatia are doar produse, puteri si radicali (de exemplu
Xn41 = C *4/Xy,), NOtez y,, = log. x,,. Puterile devin produse, iar produsele devin sume.

* Metoda Metoda substitutiei

Recunosc trucul potrivit: ridic la patrat, caut patratul perfect ascuns sau logaritmez.

n Fac substitutia: y,, = x2, y,, = \/x,, sau y, = log. x,,.
Rezolv recurenta pentru y,: de obicei este o progresie sau o recurenta de tipul 1.

n Ma intorc la x,,, dupa ce verific semnul termenilor.

EXEMPLUL 9 - PATRATUL PERFECT ASCUNS

Determina termenul general al sirului x; = 4, x,.; = x, + 2/x, +1,n > 1.

Pasul 1. Recunosc a? + 2a+ 1 = (a+ 1)? cu a = /x: 211 = (Jxn + 1)2.

Pasul 2. Termenii sunt pozitivi, deci \/x,,; = /x, + 1. Sirul y, = \/x,, este o progresie
aritmetica, cu y; = 2.

Pasul 3.y, =n + 1, deci x, = (n + 1)2. Verificare: x, =4 +4+1=9si3*=9 V.

EXEMPLUL 10 - LOGARITMEZ

Determina termenul general al sirului x; = 16, x,, 1 = 2,/x,, n > 1.
Pasul 1. Logaritmez in baza 2: log, x,,1 =1+ élog2 Xn-

Pasul 2. y,, = log, x,, verifica y,,, = %yn + 1, cu y; = 4: o recurenta de tipul 1!

1

1
. 24—
oz $1 Xn = 27 an-2,

. TR
Pasul3.€=2,de0|yn=2+2~(5) =2+

Verificare: x, =2-4=8si 2?1 =8 V.
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ATENTIE - SEMNUL
Din x2,, = -+ deduci x,,,, = ... numai daca stii c& termenii sunt pozitivi. Verifica intai
semnul!
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5. Recurente polinomiale

DOUA SITUATII
A. x,., este un polinom in x,,. Caut o constanta c cu x,,; + ¢ = (x, + ¢)*. La gradul 2,
coeficientul lui x,, trebuie sa fie 2c.

B. x,+1 = a-x, + P(n), cu P un polinom in n si a # 1. Aceeasi idee ca punctul fix: caut
un polinom p,,, de acelasi grad cu P, care verifica relatia.

* Metoda Metoda substitutiei

n Caut ce ,copiaza” relatia: constanta c (situatia A) sau polinomul p,, (situatia B).
n Notez y, = x,, + ¢ (A), respectiv y, = x, — p,, (B).

. n=1 g _
n Al Yniy = yK, deciy, = yf . Biyny =a-y,, deciy, =y, -al

n Ma intorc la x,, si verific pe primii termeni.

DE RETINUT - CUM O RECUNOSTI
Xni1 = X2+ 2x," — x4, + 1 este patratul lui x,, + 17 — v, = y2.

Daca vezi 2xZ — 1, gandeste-te la cos 2t = 2 cos? t — 1: ,unghiul se dubleaza”. Daca vezi
4x3 — 3x,, gandeste-te la cos 3t = 4 cos®t — 3 cos t.

EXEMPLUL 11 - SUBSTITUTIA CU COSINUS

Q52 . . 1
Determina termenul general al sirului x; = > Xng1 = 2x2—1,n>1.

. q 2
Pasul 1. Scriu x; = cos g Atunci x, = 2cos? g —1 = cos ?”

271—1

Pasul 2. La fiecare pas unghiul se dubleaza. Prin inductie: x,, = cos

e 1 1 2
Verificare: x, =2 .-~ 1=—-= Cos?n va

EXEMPLUL 12 - TERMEN POLINOMIAL iN N
Determina termenul general al sirului x; = 1, x4 = 2x, +n,n > 1.

Pasul1. Cautp, =an+fcua(n+1)+p =2(an+ ) +n.

Pasul 2. Identific: lan, @ = 2a + 1 = a = —1; termenii liberi: a + § =28 = f = —1.
Pasul 3. y, = x,, + n + 1 verifica y,,., = 2y,,, y;, = 3, deciy, = 3 - 271

Pasul 4. x, =3-2""' —n— 1. Verificare: x, =3si6 —3=3V;x; =8si12-4 =8 V.
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6. Recurenta omografici

DEFINITIE
Un sir dat printr-o relatie de forma
a-x,+b
Y1 = 0 x, +d

. . v . . .. ax+b
se numeste sir dat printr-o recurenta omografica. Solutiile ecuatiei x = —— se numesc

punctele fixe ale recurentei.

* Metodd Metoda punctelor fixe

Rezolv ecuatia punctelor fixe x = ‘Clx+b. Obtin o ecuatie de gradul al doilea.

x+d

Aleg substitutia dupa numarul de solutii (tabelul de mai jos).

Scriu y,, (sau z,) cu formula progresiei.

Ma intorc la x,, si verific pe x,.

doud: a # B y. = Xn— @ (v,) este o progresie geometrica
" Xn — .8
una: a , = 1 (z,) este o progresie aritmetica
"X, —a
niciuna (A < 0) - caut perioada: de obicei termenii se
repeta

DE RETINUT - CUM GASESC RATIA
Scad punctul fix din relatie. Pentru orice punct fix a:

(a—ca)(x, — a)
X —a=
n+l c-x,+d

Pentru doua puncte fixe impart cele doua egalitati: numitorul c - x,, + d se simplifica.

DE RETINUT - DACA NU EXISTA PUNCTE FIXE
De obicei sirul se repeta. Calculez termenii pana cand reapare x;. Daca termenii se
repeta din p in p, impart indicele la p si ma uit la rest.
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EXEMPLUL 13 - DOUA PUNCTE FIXE

4x—2
x+1

Pasul 1. x =

Pasul 2. Scad punctele fixe din relatie:

Determina termenul general al sirului x; = 3, x,.1 =

4xp—2

Xpt+1’

>x2-3x+2=0>a=1,8=2.

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

i 3(xn — 1) 2(xn = 2) i
i Xn+1 — 1 = 11 Xn+1 — 4= T+l i
i n n !
L - 3 =1 i
i Impart: y,,.1 = > Yo unde y, = in_z. i
i — . n-1 i
+ Pasul 3.y, = % =2,deciy, =2- (%) . |
Pasul 4. Din y,, (x, — 2) = x, — 1 obtin x,, = 2;”_11 = j;n_l_zn. Verificare: x, = % = ; Si ;
E 24—4 — E \/ E
i 12—-4 2 i

EXEMPLUL 14 - UN SINGUR PUNCT FIX

Determina termenul general al sirului x; = 0, x4 =

Pasul1.x(2—x) =1=>x*—-2x+ 1= 0= a =1 (o singura solutie).

Xn—1

Pasul 2. x,,; — 1 = . Inversez:

_xn
1 2 —x, 1

| L

Xpp1—1 x,—1 x,—1

q 1
Deci z,41 = z, — 1, unde z,, = —.
Xn—1

Pasul 3. z; = —1, deci z, = —n.

din 3in 3: 1;—1;—2; 1;—1;—2;
2 2

1
2-xp

Pasul 3. 2026 = 3 - 675 + 1. Restul este 1, deci x5926 = x; = 1.

1 1 . 1 . 1 1
Pasul 4. x, =1+ —=1—- Verificare: x, =-sil—-=-V.

Zn n 2 2 2
i EXEMPLUL 15 - FARA PUNCTE FIXE (SIR PERIODIC) i
i Fle X1 = 1, Xn+1 = —  n = 1. Ca|CU|ém X2026- i
i Xpt+1 ]
i 1 - : i
. Pasull.x=-—=x"+x+1=0,A=-3<0:nuexistd puncte fixe. ;
i , 1 1 y L
. Pasul 2. Calculez termenii: x, = —5 X3 = —2,x4 = — ryeie 1 = x,. Termenii se repeta !
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7. Monotonia si marginirea unui sir dat prin recurenta

REAMINTIM
Sirul (x,,) este crescator daca x,, < x,,, Si strict crescator daca x,, < x,,,, pentru orice
n. Analog pentru descrescator si strict descrescator.

Sirul (x,) este marginit daca exista numerele m si M astfel incat m < x, < M, pentru
orice n.

* Metoda Metoda - Monotonie si marginire

Calculez primii termeni si fac o presupunere: creste? scade? intre ce valori
ramane?

Daca stiu termenul general, studiez direct semnul diferentei x,,,; — x,, Si gasesc
marginile din formula.

Daca nu stiu termenul general, demonstrez prin inductie o margine. Pentru o
recurenta cu punct fix a, semnul lui x,,,; — a arata de ce parte a lui « ramane sirul.

n Studiez semnul lui x,, 41 — x,, cu ajutorul relatiei si al marginii gasite.

E Scriu concluzia: sirul este (strict) crescator sau descrescator sim < x, < M.

DE RETINUT
* Un sir crescator este marginit inferior de primul termen. Un sir descrescator este
marginit superior de primul termen. Ramane de gasit o singura margine.

Xn+1
—C
Xn

* Pentru un sir cu termeni pozitivi pot compara si raportul uit.

*Daca x,.;, —a =k - (x, —a) cu k > 0, toti termenii sunt de aceeasi parte a lui a ca x;
(prin inductie).

EXEMPLUL 16 - DIN TERMENUL GENERAL
q c q N . .o 1
Studiem monotonia si marginirea sirului din Exemplul 14, x, = 1 — —n=1

i . 11 1 . . g
+  Monotonie: x,,; — x, = 2 Tt D > 0, deci sirul este strict crescator.

Marginire: sirul este crescator, deci x,, > x; = 0. Apoi x,, = 1 —% <1.Deci0<x, <1:
sirul este marginit.

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Siruri date prin recurente 10/18



Fisa de lucru - Siruri date prin recurente

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Siruri date prin recurente

EXEMPLUL 17 - DIRECT DIN RELATIA DE RECURENTA

__ Sxpt4

Fiex; =6, xp41 = n = 1. Aratam ca sirul este monoton si marginit.

xpt+2’

Punctele fixe: x> + 2x =5x +4 > x* - 3x—4=0,decia =4 si f = —1.

o . -4 o . . .
Marginire: x,,,; — 4 = z"+2. Daca x, > 4, atunci x,,,1 > 4. Cum x; = 6 > 4, prin inductie
n
x, > 4 pentru orice n.
. 5xp+4—x5—2 —4)(xp+1 .. .
Monotonie: x,,,, — x, = —2r=Xa=2m _ _ G H0ntD) g geci sirul este strict

Xn+2 Xn+2
descrescator.

Concluzie: sirul este descrescator, deci x,, < x; = 6. Asadar 4 < x,, < 6: sirul este
marginit.

ATENTIE - SIRURI CARE NU SUNT MONOTONE SAU NU SUNT MARGINITE

Ca sa arati ca un sir nu este monoton, ajung trei termeni, de exemplu x, < x; Si x; > x,.
Ca sa arati ca nu este marginit, arata ca termenii depasesc orice numar.

Exemplu: sirul din Exemplul 5, x,, = 2™ - (cosnz—” + sin%). Avem xg =1 <x; =2 8ix; >

x, = —4, deci sirul nu este monoton. Pentru n = 4k: x,, = 16*, iar 16* depaseste orice
numar, deci sirul nu este marginit.

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica
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Schema recapitulativa: cum recunosc tipul recurentei

1 - Liniara de Xpt1 = axX, + b punctul fix: £ = af + b

ordinul 1 apoi x, = £ + (x; — £)a* !

2 - Liniara de Xpy2 = Xpyq + bx, ecuatia caracteristicad v = ar + b
ordinul 2

forma lui x,, dupa A

la A = 0 apare factorul n

3 - Aditiva, Xpt1 = X, + f(n) adun relatiile
multiplicativa, Xy = g()x, inmultesc relatiile
mixta N
Xp41 = ax, + (cevacu a™) impart la a"**
_ - R , 2
4 Curadicali /. in relatie ridic la patrat, caut (y/x, + 1) sau
logaritmez

verific semnul

5 - Polinomiala «x,,, = P(x,) Xpp1 + = (x, +O)F
Xpp1 = ax, + P(n) 2x% — 1 — cosinus

polinomul p

6 - Omografica ax, +b punctele fixe
Xn+1 =
cx, +d _ Xn—a —
Yp = oy SaUZ =

fara puncte fixe — perioada

DE RETINUT - IDEEA COMUNA
La tipurile 1, 5 si 6 caut ce raméane neschimbat: punctul fix £, polinomul p,, sau punctele
fixe. Scazandu-le din relatie, obtin o progresie.
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* Cel mai important Firul logic: ce faci cand intalnesti o recurenta

Urmeaza pasii in aceasta ordine, la fiecare problema

Calculez primii 3—4 termeni.

Recunosc forma relatiei (tipul 1-6).

Aleg metoda: punctul fix (sau punctele fixe), A, telescoparea, o substitutie.
Aflu constantele din primii termeni.

Verific formula pe inca un termen.

Studiez monotonia si marginirea: din formula sau direct din relatie.

Il Probleme pe niveluri

La fiecare problema scrie, pe langa raspuns, ce tip de recurenté ai recunoscut si dupa ce.
Verifica orice formula pe primii termeni.

Nivel de baza
1. Clasifica fiecare recurenta (tipul 1-6 sau progresie) si scrie primul pas al metodei:

a) Xpy1 = Xp + n?; b) Xn41 = 7% — 6,  C) Xpyz = 4Xpi1 — 3xy;

d) Xns1 =VXE+ 7, €) Xpyr = X5 + 4%, + 25 ) Xpyp = 2%541 — 5Xy;
: 2xp+1
9) Xn41 =5xp +2n—1;  h)xpiq =5x, + 5% i) Xpiq = xnn+2 :

2. Determina termenul general (n > 1):
a)x; =2, Xp41 =X, +5;  b)xy =3, xp41 = —2x,;
C)x; =4, Xpp1 =2x, —3; d)x; =2, x4 = 4x, — 3.
3.Fiex; = 08ixpy =z, +2,n 2 1.
a) Determina termenul general.

b) Arata ca sirul este strict crescator sica 0 < x,, < 3, pentru orice n > 1.
4. Determind a € R astfel incat sirul x; = 2, x,,, = a - x,, + 6 sa fie constant.

5. Scrie ecuatia caracteristica, calculeaza A si scrie forma lui x,, (fara sa afli A si B):

@) Xnyz2 = Txny1 — 12xn; D) xpyp = 102541 — 25x,5  C) Xpyp = —9%p.
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6. Determina termenul general (n € N):

a)xo=0,x1 =1, %042 =3Xp41 — 2%, b)Xo =2, % =1, X4 = X1 + 6xp;

C)xo=0,%x1 =5, xp12 =341 +4x,;, d)xg=1,x; =5, Xp42 = 4x41 — 3%,
7.Fiexog =3, x; =6 Si x4 = 5xp41 —4x,, n €N.

a) Determina x,,.

b) Arata ca sirul este strict crescator. Este sirul marginit?
8. Determina termenul general (n € N):

a)xg=2,%x =9, Xp42 = 6Xp41 —9x,; Db)xo=1,x; =15, x4, = 10x,,1 — 25x,.
9. Determina termenul general (n > 1):

a)x, =2,Xp4 =xp+4n; b)x; =0, x,41 = x, + 2",
10. Determina termenul general (n > 1), apoi studiazd monotonia si marginirea sirului:

a)x; =1, %41 =+ 1) Xn; D)Xy =1, x4y =

Xp-
11. Fie sirul cu termeni pozitivi x; = 2, x4 =+/x2 +5,n> 1.
a) Determina termenul general.
b) Arata ca sirul este strict crescator.

12. Determina punctele fixe. Spune ce substitutie folosesti:

Xn+6 4xn—1 2xn+1
a)x =— b) x =— C)Xx = .
) n+1 Xn ’ ) n+1 Xn+2 ’ ) n+1 Xn+2
. . 5xp—4
13.Fiex; =3six,;y =——,n>1.
’ Xn+1

a) Arata ca ecuatia punctelor fixe are o singura solutie.
o o 1 . . .o
b) Arata ca z, = — este o progresie aritmetica.
n_

c) Determina x,,.
d) Studiaza monotonia si marginirea sirului.

. . -3
14. Fie x; = 0 si x,,, = 22—,
’ Xn—2

> 1.

a) Arata ca nu exista puncte fixe.
b) Calculeaza x,, x5, x,. Ce observi?

c) Calculeaza x,,7.

Nivel consolidat

15. Se da relatia x,,; = 4x, — 9, n > 1.
a) Determina x, astfel incat sirul sa fie constant.

b) Pentru x; = 5, determina termenul general.
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16. Fie xo = 1sixp1 =5—x,, n €N.
a) Determina termenul general si explica de ce termenii se repeta.

b) Este sirul monoton? Este marginit?
17. Determina termenul general al sirului x; = 1, x, = 0, X412 = —2Xp41 — Xy, 1 = 1.
18. Fie xg = 1, x; = 0 Si Xp42 = —6X,41 — 9x,, n € N.

a) Determina x,,. Indicatie: radacina dubla este negativa.

b) Arata ca sirul nu este monoton.
19. Fiexo =1, x; = =1 8i x5 = —2x,41 — 2x,, n EN.

a)Aratdcar,=—-1+i= \/f(cos%n + isin%n).

b) Determina x,,.
20. Determina termenul general al sirului x, = 1, x; = 1, x5, = 2x,414 — 4x,, n € N,
21.Fiexyo =1,x1 =2 8ixp4p = —Xptq — X, n EN.

a) Calculeaza x,, x3, x,, xs. Ce observi?

b) Arata ca x,,,3 = x,, pentru orice n.

c) Calculeaza x,4,¢ Si suma xq + x; + -+ + Xx9.

d) Arata ca sirul este marginit, dar nu este monoton.
22.Fiexy =2, x; = 18ixp1p = Xp41 — X, N EN.

a) Calculeaza x,; x3; ...; x;. Ce observi?

)
b) Determina termenul general.
)

c) Calculeaza x,¢,6.

23. Determina termenul general (n > 1):

1

. — _ 2 . I3 . o
D b) x; =1, X441 = x,, + 3n° + 3n + 1. Indicatie: calculeaza

a) X1 =1, Xp41 =X +
(k + 1)3 — k3.

c) Arata ca sirul de la a) este strict crescator si marginit.

24. Determina termenul general al sirului x; = 1, x,.1 = x, + n-n!, n > 1. Indicatie: (k +
D!'—k!'=k -k

25. Determina termenul general (n > 1):
a)x; =1, xp41 =3x, + 3™ b)xy=1, x4, =(n+1) -x,+(n+ 1.

26. Determina termenul general (n > 1, termeni pozitivi):
a)x; =1, x40 =+2x2+1;, b)x; =1, xp41 = x, +4/x, +4;
C)x1 =3, Xps1 =3Yxn;,  d)x; =2, Xpp1 = /X0

e) Arata ca sirul de la c) este strict crescator sica 3 < x, <9.
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27. Determina termenul general (n > 1):

a)x; =3, Xpy1 = X2 —2x,+2; b)x; =1, x,,, = 3x, — 2n.

3xp+2
Xn+4d

,n=>1.

28 Fle x1 = 2 $| xn+1 =

. o xXn—1 . L.
a) Arata ca Yn = 12 este o progresie geometrlca.

n

b) Determina x,,.
c)Aratacal < x, < 2, pentru orice n > 1.
d) Arata ca sirul este strict descrescator.

. _ . __ Xpt6
29. Fiex; =0 Sixpq = P

a) Calculeaza x, si xs.

Xn

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

. o -2 . Lo . Lo
b) Arata ca y,, = . este o progresie geometrica si determina x,,.

Xn+
c) Arata ca sirul nu este monoton.
d) Arata ca 0 < x,, < 3, pentru orice n > 1.

3xnt4

——, n=1.
Xn+3

30 Fie x1 - 1 $i xn+1 =

a) Aratd ca 1 < x, < 2, pentru orice n > 1. Indicatie: calculeaza x,,, — 2.

b) Arata ca sirul este strict crescator. Indicatie: calculeaza x,,1 — x,,.

_ 3xp—1

31.Fiex1=2$ixn+1—x+1 >1

a) Arata ca ecuatia punctelor fixe are o singura solutie.

b) Determina x,,.

c) Arata, folosind formula de la b), ca sirul este strict descrescator sica 1 < x,, < 2.

. . 1+
32.Fiex; = 2sixp4q = - o> 1.

a) Arata ca nu exista puncte fixe.

b) Calculeaza x,, x3, x4, x5. Din céti in cati termeni se repeta sirul?

c) Calculeaza x,¢,6.

Nivel avansat

33. Determina termenul general al sirului x; = 1, x,41 = xp,

34. Determina termenul general (n > 1):

a)x; =3, %041 =3" 2, DP)xy =1, %041 = (1 :

c) Arata ca sirul de la b) este strict descrescator si marginit.

P
Vn+1+vn’ n

T (n+1)?

= 1.

35. Determina termenul general al sirului x; = 1, x,,.1 = x5 + 3x2 + 3x,, n = 1.
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. . 3 e . o
36. Se da sirul x; = g Xns1 = 2x% — 1, n > 1. Determina termenul general si explica de ce,

de la un rang incolo, sirul este constant.

1+xn
2

37. Fie x; = n>1.

N | R

$| Xn+1 = ’

a) Determina termenul general. Indicatie: 1 + cos 2t = 2 cos? t.

b) Arata ca sirul este strict crescator si ca % <x, <1
38. Determina termenul general al sirului x, = 0, x4, = 2x, + n*, n € N,
39. Sirul lui Fibonacci: Fy =0, F; =1, F,4p = Fpy1 + F,, n €N,

a)Aratd ca F, = % [(Hf)n — (1_2‘5)71].

b) Arata ca sirul este crescator si ca F, > n — 1, pentru orice n > 1. Este sirul marginit?
40. Fie xg = 2, x; = 2 Si Xp4p = 2Xp41 + X5, n € N.

a)Aratd cix, = (1+v2) + (1-v2)".

b) Explica de ce toti termenii sirului sunt numere intregi.
41. Fie relatia x,,., = m - x4 — 36x,, n € N, cum > 0.

a) Determina m pentru care ecuatia caracteristica are o radacina dubla.

b) Pentru aceasta valoare si x, = 1, x; = 12, determina x,,.

_ 2xpt3
Xn+2

> 1.

42. Fie x; = 1 Si xp44
a) Calculeaza x, Si xs.

b) Arata ca 1 < x,, < /3, pentru orice n > 1, si ca sirul este strict crescator.

c) Determina x,,. Indicatie: foloseste y,, = %
. _ . _ xptV3
43. Fie x; = 18ixp4q = P L= 1.

a) Calculeaza x,, x3, x4 Si X2026-
b) Scrie x; = tg% siV3 = tgg. Ce legatura vezi cu formula pentru tg(a + b)?
44. Gaseste greseala. Un elev scrie: ,x; = 1, x,41 = x,, + 2n. Am calculat x, = 3 Six3 = 7.
Decix, =2" -1
a) Indica primul pas gresit si da un contraexemplu.
b) Scrie formula corecta.

n-1

45. Provocare. Pentru x; = 3, xp4q = X2 —2,n>1,aratdca x,, = t2°  +¢~2" , unde t + % =

3.
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Il Recurente din viata reala

Situatiile de mai jos sunt inventate, dar seaméané cu cele pe care le intélnesti in jurul tau.
Traduci o poveste intr-o relatie de recurenta si o folosesti ca s& prezici ce urmeaza.

A. Economii. Pui 1000 de lei intr-un cont cu dobéanda de 5% pe an si, la sfarsitul fiecarui an,
mai adaugi 200 de lei. Noteaza cu s,, suma dupa n ani (s, = 1000).

B. Medicament. Un pacient ia in fiecare dimineatad 100 mg dintr-un medicament. in 24 de
ore, organismul elimina jumatate din cantitatea existenta. Noteaza cu m,, cantitatea imediat
dupa a n-a doza.

C. Pesti in lac. intr-un lac sunt 1000 de pesti. In fiecare an populatia creste cu 20%, apoi se
pescuiesc 300 de pesti. Noteaza cu p,, numarul de pesti dupa n ani (py = 1000).

D. Turnurile din Hanoi. Pentru a muta un turn de n + 1 discuri, muti turnul de deasupra (n
discuri), apoi discul mare, apoi din nou turnul de n discuri. Noteaza cu h,, numarul de mutari
pentru n discuri (h; = 1).

PENTRU FIECARE SITUATIE
1. Scrie relatia de recurenta si primul termen.

2. Recunoaste tipul si determina termenul general.
3. Verifica formula pe primii doi termeni, calculati direct din poveste.

4. Studiaza monotonia si marginirea sirului. (B: arata ca m,, < 200 pentru orice n. C: in
al catelea an se termina pestii?)
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