FISA DE LUCRU - CLASA A IX-A - MATEMATICA-INFORMATICA

Sume si inductie matematica

Simbolul - Termenul general - Proprietatile sumelor - Sume remarcabile - Metoda inductiei
matematice

intrebarea fisei: Cum calculezi repede o suma cu foarte multi termeni si cum esti sigur c&
formula gasita este adevarata pentru orice n?

PARTEA 1 PARTEA 2 PARTEA 3 PARTEA 4 PARTEA 5
Scrierea cu Termenul general  Proprietati Sume Inductia
remarcabile matematica

[] Pornim de la ce stii

Trei verificari rapide. Daca una dintre ele iti ridica probleme, noteazé-o: la ea revii prima.

1. Calculeaza 1 + 2 + 3 + --- + 100. Indicatie: aduna primul termen cu ultimul, al doilea cu
penultimul, ...

2. Scrie urmatorii doi termeni: a) 1;4;9; 16;... b) 2;5;8;11; ...

3. Dezvolta: (k + 1)% si (k + 1)3.

Il Teorie pe scurt

1. Simbolul X (sigma)

DEFINITIE - SCRIEREA PRESCURTATA A UNEI SUME
Suma a; + a, + a; + -+ + a,, se scrie prescurtat:

n

Zak=a1+a2+-~-+an
k=1

si se citeste ,suma de la k egal cu 1 la n din a;”.

* k este indicele de sumare: ia, pe rand, valorile 1; 2; ...; n. Litera nu conteaza:
k=10 = Xi=1 G;-

* 1 este limita inferioara, iar n este limita superioara a sumei.

* q; este termenul general al sumei: regula dupa care se obtine fiecare termen.

e Suma Y;-,, a; are n —m + 1 termeni.
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EXEMPLE - SCRIEM DESFASURAT

4
Zkz=12+22+32+42=1+4+9+16=30
k=1

Yo 32k+1)=7+9+11+13 =40 (are 6 —3+ 1 =4 termeni)
¥> .3=3+3+3+3+3=15 (termenul general nu depinde de k)

2. Cum scriem o suma cu I: gdsim termenul general

METODA
Pasul 1. Numerotezi termenii: primul are k = 1, al doilea k = 2, ...

Pasul 2. Observi ce se schimba de la un termen la altul si ce ramane la fel.
Pasul 3. Scrii termenul general a; ca expresie in k.
Pasul 4. Afli limita superioara din ultimul termen: rezolvi ecuatia a; = ultimul termen.

Pasul 5. Verifici formula pe primul si pe ultimul termen.

EXEMPLUL 1 - GASIM TERMENUL GENERAL
a)l1+3+5+--+(2n—1): numerele impare, a, = 2k — 1. Pentru k = 1 obtii 1, pentru
k = n obtii 2n — 1. Deci suma este Y;_;(2k — 1).
b)1-24+2-3+3-4+--+n(n+ 1): fiecare termen este produsul a douad numere
consecutive, a; = k(k + 1). Suma este Y.}, k(k + 1).

c)2+ 548+ -+ 152: termenii cresc mereu cu 3, deci a;, = 3k + c¢. Din a; = 2 rezulta
¢ = —1, adica a, = 3k — 1. Din 3k — 1 = 152 obtii k = 51. Suma este Y3,(3k — 1).

CUM iL RECUNOSTI
Termenii cresc mereu cu acelasi numard — a, =d-k+c. Patrate, cuburi — k?, k3.
Semne alternante +, —, +, ... — factorul (=1)**1.
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3. Proprietatile sumelor

PROPRIETATI - DE RETINUT
(P1) Factorul constant iese in fata sumei. Daca c nu depinde de k:

n n
Z c-ap==c- Z a
k=1 k=1
(P2) Suma (diferenta) se ,,sparge” in doua sume.

n n n
Z(akibk)=zaki by
k=1 k k=1

=1

Liniaritatea reuneste (P1) si (P2): pentru orice numere a si 8 care nu depind de k,

n n n
Y@ atpby=a ) o+ by
k=1 k k=1

=1

(P3) Suma se poate imparti in doua bucati. Pentru 1 < m < n:

n n m
k=m+1 k=1 k=1

ATENTIE - GRESELI FRECVENTE
*Yr-iC=c+c+--+c=n-c, nuc:constanta apare de n ori.

* Produsul nu se sparge: Y.ji_; ay - by # Xi=1ax - Xh=1 bx. Pentrun = 2 si q, = b, = k:
1+4=5,dar3-3=09.

* lese in fata sumei doar ce nu depinde de k: Y.}_ k- k # k- Y-, k.
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4. Sume remarcabile

Cele patru formule de mai jos se folosesc in aproape orice calcul de sume. fnva;‘é-le pe de
rost.

(S1) Suma unei constante (S2) Suma primelor n numere naturale
n nenule
= . n
c=n-c n(n +1)
= >k
Exemplu: Y12, 7 = 70 k=1
Exemplu: 14+ 2 + -4+ 100 = 5050

(S3) Suma patratelor (S4) Suma cuburilor
i 2 _nn+H@En+1) z e (n(n n 1))
k=1 6
Exemplu: 1% + 22 + - + 10* = 385 Exemplu: 13 + 23 + 3% + 4% = 100 = 102

METODA - CALCULUL UNEI SUME
Pasul 1. Scrii suma cu Z (afli termenul general).

Pasul 2. Desfaci termenul general intr-o suma de puteri ale lui k: k3, k2, k, constante.
Pasul 3. Spargi suma (P2) si scoti constantele in fata (P1).

Pasul 4. Aplici sumele remarcabile (S1)—(S4) si aduci rezultatul la forma cea mai
simpla.

Pasul 5. Verifici formula pentrun = 1 sin = 2.

EXEMPLUL 2 - PAS CU PAS

c) Cu (P3): 112 + 122 + -+ 202 = X322 k2 — Y12, k? = 2870 — 385 = 2485.

a)1+3+5++@2n—-1) =X Q2k-1)=2-33 1 k-Xi1=2-——-n=n
b)S,=1-2+2-3++n(n+1).
Pasul 1. S, = ¥"_ k(k + 1) = X7, (k? + k)
| Pasul2.$, = Bj, k2 4 Bi, k= ORI 4 T
Pasul 3. Dam factor comun 2+2. S, —n(n+1) (2n+1+3) = w
Verificare: n—112—23|£—2\/ n=2: 2+6—8SI23—4—8\/
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5. Metoda inductiei matematice

EXPLOREAZA - AJUNG CATEVA VERIFICARI?
La Exemplul 2 b) am verificat formula pentru n = 1 sin = 2. Am putea verifica si pentru
n=3,n=4,...,n=100.

Ar fi aceasta o demonstratie pentru orice n? Cum ai putea fi sigur, fara sa verifici la
nesfarsit?

PRINCIPIUL INDUCTIEI MATEMATICE
Fie P(n) o propozitie care depinde de numarul natural n > n,. Daca:

Etapa | (verificarea). P(n,) este adevarata;

Etapa a ll-a (demonstratia). pentru orice k > n,, din P(k) adevarata rezulta P(k + 1)
adevarata, adica P(k) = P(k + 1),

atunci P(n) este adevarata pentru orice n > n,.

Imaginea: un sir de piese de domino. Prima piesa cade (etapa 1) si fiecare piesa o ddrama
pe urmatoarea (etapa a ll-a). Atunci cad toate piesele.

CUM REDACTAM
.Notam P(n): ..., n = n,.

Etapa l. P(n,): ... (calculez separat cei doi membiri) ..., deci P(n,) este adevarata.

Etapa a ll-a. Presupunem P (k) adevarata (ipoteza de inductie) si demonstram P(k + 1).
Pornim de la membrul stang al lui P(k + 1), folosim ipoteza de inductie si ajungem la
membrul drept.

Conform principiului inductiei matematice, P(n) este adevarata pentru orice n > n,.”

EXEMPLUL 3 - DEMONSTRAM PRIN INDUCTIE FORMULA DE LA EXEMPLUL 2 B)

P(n):1-2+2-3++nn+1)="C2002 5>,

Etapa l. P(1): membrul stang este 1 - 2 = 2, membrul drept este % = 2. Deci P(1)

este adevarata.

Etapa a ll-a. Presupunem P(k): 1-2 + -+ k(k + 1) = w Demonstram P(k +

1): 124+ k(k + 1) + (k + 1)(k + 2) = EREDED,
k(k+1)(k+2)

3

Membrul stang = +k+D)k+2)=(k+1)(k+2)- (S + 1) _ (ktD)(k+2)(k+3)
adica membrul drept.

Concluzie. Conform principiului inductiei matematice, P(n) este adevarata pentru orice
n=>1.
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ATENTIE - AMBELE ETAPE SUNT OBLIGATORII

2
FieP(n):1+2+ - +n= %n” Etapa a ll-a functioneaza: daca P (k) ar fi adevarata,
. k2 +k+2 (k+1)%+(k+1)+2

atunci ——+ (k+1) = . Dar P(1) este falsa (1 # 2), iar formula este falsa

pentru orice n. Fara etapa |, ,demonstratia” nu demonstreaza nimic.

Invers: verificarile pentru n = 1,2,3, ... nu inlocuiesc etapa a Il-a. Exemplele nu
demonstreaza.

Firul logic: de la suma la formula demonstrata

Desfac termenul |@ Aplic (P1), (P2) Verific pentru n Demonstrez prin

Scriu suma cu 2

general si (S1)—(S4) =1sin=2 inductie

Il Probleme pe niveluri

La fiecare problema scrie pasii, nu doar rezultatul: ce proprietate sau ce suméa remarcabila
folosesti. Demonstratiile prin inductie se redacteaza complet, cu ambele etape.

Nivel de baza

1. Scrie desfasurat, apoi calculeaza:
a)Yi-1k; D) Tkoik+3); o) X k% d) TR 4 e) Xio (—DF -k
2. Cati termeni are fiecare suma? a) Y22, a,; b)Yilcax; C) X, ax.

3. Scrie cu simbolul Z, dupa ce afli termenul general:
a)2 +4+6+ -+ 40; b) 1+ 4+ 9+ -+ 100;

C)3+7+ 114+ (4n—1); d)$+%+"’+n(n1+1)-

4. Calculeaza, folosind sumele remarcabile:

a)l1+2+--+50; b)12+22+.-+12% c¢)13+23+..+6% d)Y:i3, 3.
5. Calculeaza, folosind proprietatile sumelor:

a) Y2 3k +2); b)Yil (k2 —k); c) YR (4k —1).
6. Demonstreaza prin inductie matematica ca, pentru orice n € N*:

a)l+2++n=""0 b) 143454+ @2n—1)=n’

Nivel consolidat

7. Scrie cu Z, apoi calculeaza:
a)l+5+9+--+ (4n - 3); b)1-4+2-5+--+n(n+3);
c)124+32+5%2+- 4+ (2n— 1%
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8.FieS,=1-342-4+3-5+-+n(n+2).
a) Calculeaza S, folosind proprietatile si sumele remarcabile.

b) Demonstreaza prin inductie formula obtinuta la a).

9. Calculeaza, folosind proprietatea (P3):
a) Xk  b)XiZek® ) Xilniik

10. Demonstreaza prin inductie matematica ca, pentru orice n € N*:

n(n+1))2
— ) -

__ n(n+1)(2n+1)

a) 12 + 2%+ -4 n? . ; b)13+23+---+n3=(

11. Determina numarul natural nenul n pentru care:

a)l+2+--+n=210; b)13+23+--+n3=3025.

12. Suma telescopica.

1 1
a) Verifica egalitatea —— k(k 5= % T

b) Calculeaza Y}~ 1@ Indicatie: scrie desfasurat si urmareste ce se reduce.

c) Demonstreaza prin inductie rezultatul de la b).

13.Fie T, = Y1 k(k + 1) (k + 2).
a) Calculeaza T, si scrie rezultatul ca produs de factori.

b) Demonstreaza prin inductie formula obtinuta.

c) Compara cu ¥7_, k = n(n+1) sicuYi  k(k+1)= w Ce regula observi? Ce
formula propui pentru Z’,;‘:l k(k+1)(k+2)(k+3)?

14. Demonstreaza prin inductiecd 1 +2-24+3-2%+ -4+ n-2"1=(n—1)-2" + 1, pentru
orice n € N*.

15. Gaseste greseala. Un elev scrie: ,Fie P(n): 2+ 4 + -+ 2n = n? + n + 1. Presupun P (k).
Atunci2 +4+ - +2k+2(k+ 1) =k*+k+1+2k+2=(k+ 1%+ (k+ 1)+ 1, deci
P(k + 1) este adevarata. Prin urmare, formula este adevarata pentru orice n.”

a) Verifica formula pentrun = 1.  b) Ce etapa lipseste? c) Care este formula corecta?
Demonstreaz-o.

16. Provocare. Demonstreaza prin inductie ca, pentru orice n € N*:

Ce poti spune despre suma 1+ — L4 1002
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  1 + 2 + 3 + … + 100


  1 ; 4 ; 9 ; 16 ; …


  2 ; 5 ; 8 ; 11 ; …


  ( k + 1  ) 2


  ( k + 1  ) 3


    a 1 +   a 2 +   a 3 + … +   a  n


    ∑  k = 1  n    a  k =   a 1 +   a 2 + … +   a  n


  k


  n


    a  k


  k


  1 ; 2 ; … ; n


    ∑  k = 1  n    a  k =   ∑  i = 1  n    a  i


  n


    a  k


    ∑  k = m  n    a  k


  n − m + 1


    ∑  k = 1 4    k 2 =  1 2 +  2 2 +  3 2 +  4 2 = 1 + 4 + 9 + 16 = 30
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